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MODELISATION DES SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCI)

| — Introduction

Dans le cas général un systeme peut posséder phisatrées (causes) et plusieurs sorties
(effets). Il est représenté par un bloc contenanhdm du systeme. On étudie dans cette partie
essentiellement les systemes qui possedent uréeegttune sortie, et les systémes a deux variable:
d'entrée (entrée de consigne et entrée de pelturpabur une sortie.

Entrées e(t)___ | ei(t) Sorties
.. ——»  Systéeme —» -
ei(t) ’ ’ ej('r)

Il — Définition d'un systéeme linéaire continu et in variant

Afin de pouvoir étudier et améliorer les performasd'un systeme asservi il faut pouvoir établir
un modele, a partir duguel nous pourrons réaliser des sitions. Pour cela il est impératif de
connaitre la validité de ce modele.

1. Linéarité

Systeme linéaire :  Un systeme est dit linéaire si la fonction qui @éson comportement est
elle-méme linéaire. Cette derniere vérifie alossgancipes de proportionnalité et de superposition

Principe de proportionnalité :  sis(t) est la réponse a I'entréft) alorsA xs(t) est la réponse a

I'entréeA xe(t).
e(t) | systeme | s(1) Ae(t) | systeme | As(t)
—> ,Y, . ——p >—— > ——p Y . ,m —>
linéaire linéaire
Principe de superposition :  si sy(t) est la réponse a I'entrég(t) et s,(t) est la réponse a
I'entréee,(t) alors[s,(t) + s,(t)] est la réponse a I'entrig(t) + e,(1)].
ey (1) Svsteme lingai si(t)
—p Ooysteme lineaire —p 61(1') + 62(1') - 51(1') + 52(1.)
) ) Systeme
e S . e 2 o _>
22 | systeme linéaire |- p- linéaire
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Remarques :

# Relation entrée/sortie : pour un systeme linéaire, eregime établi , la courbe
représentatives = f(e) est une droite. Attention : ne pas confondre aeecéponse d'un
systeme en fonction du temgd).

s(t) A

e(t)

# Nature de la sortie : pour un systeme linéaire la réponse en régimdi&abde méme
nature que l'entrée. La figure suivante montreélgonse d'un systéme linéaire a une entrée
sinusoidale. On peut constater qu'au-dela du régiamsitoire la réponse est une sinusoide
d'amplitude différente et en retard par rappoitrtiée.

t Amplitude
i Régime
permanent
, // & "
0.5} sortie : s(t) =Smsin(ot +¢)
T / /Temps
o | 15 2
o
N =
E2
O wn
| 0 <
05 & 8
+—
entrée : e(t)=sin(ot)
-1+ V

# Equations différentielles : les systéemes asservis sont des systémes commande
électromécaniques régis par les lois de la Phys(dueamique, hydraulique, électricité...). Un
systeme linéaire sera régi par @esliations differentielles linéaires a coefficients constants.

@ () — @ (n)
a, tay” +..+ay" =b, +bx"” +...+b x

d"(y(t))

Remarquey™ =
quey dt"
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2. Non-Linéarité

La plupart des systémes physiques ne sont pasiréeed&n effet de nombreuses situations
conduisent a la non-linéarité :

- Loi entrée-sortie de chaine cinématique non ireéa

- Phénomeéne de saturation (Butée mécanique, aogéfir...) ;

- Phénomeéne de seuil (frottement...)

- Hystérésis (jeu dans un mécanisme, matériauxoéh@se, cycle magnétique...).

Tous ces phénomenes pourront étre rencontrés kssagplications (TD, TP...). Dans une
situation de non-linéarité il sera possible d'é&utk comportement du systeme sur une plage réduit
par rapport au domaine d'utilisation, Emearisant autour de la position étudiée. Un modele de
systeme linéaire pourra ainsi étre utilisé.

3. Systeme continu et invariant

# Un systeme estontinu , par opposition a un systeme discret, lorsquevhkasations des
grandeurs physiques sont définies a chaque inggsbnt caractérisés par des fonctions continues)
On parle aussi dans ce cas de systeme analogique.

La plupart des systemes physiques, d'un point @ macroscopique, sont continus. Dans les
systemes de commande modernes, l'information agédr numeériquement ce qui nécessite un
echantillonnage des signaux. On parle dans ce cas de systemesti#ohaés ou discrets. Si
I'échantillonnage est tres rapide (période d'édi@miage tres petite), on peut traiter le systgrae
un modéle continu.

- Voir Ch.l - 8 11.1.

# Un systeme est dinvariant si on suppose que les caractéristiques du sys{emsse,
dimensions, résistance, impédance, ...) ne vaoenau cours du temps ("le systeme ne vieillitpas”

Il — Equations caractéristiques des systemes simpl es

1. Relation de proportionnalité

Pour beaucoup de systemes simples la ssftes'exprime comme une grandeur proportionnelle de
I'entréee(t), et ce quel que sdit

Exemples :

ressort engrenage potentiomeétre
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2. Systéeme du premier ordre

L'équation temporelle qui régit un systéme du peenordre simple est unéquation
différentielle linéaire du premier ordre (& coefficients constants), elle s'écrit :

e(t) s(t
T ds(t) +s(t) =K e(t) S.L.C ®
premier ordre

AvecT, constante de temps (> 0) en secondes, &tgain statique du systeme

Remargue : pour un premier ordre généralisé, I'équation devig(t) + r d(t) =k[e(t)+T de(t)]

. I K
Exemples : circuitRC o—— R 5 ® o
[

On considére le condensateur déchargé a u()
I'instantt = O et on notee(t) ets(t), les tensions e(t) C—T
respectives d'entrée et de sortie.

O— &—oO
J L
Mise en équation : on utilise les lois de Kirchoff
Maille IMNJ : e(t) = Ri(t) + u(t) (0]
s(t
= RC—= +s(t) = e(t)
Maille KLMN : i(t) = c ds] dt

dt

Le circuitRC proposé est donc d'un systeme du premier ordregustante de temps= RC et
de gain statiqu& = 1.

3. Systéme du deuxiéme ordre

L'équation temporelle qui régit un systeme du deme ordre simple est unéguation
différentielle linéaire du deuxiéme ordre (a coefficients constants), dans le cas génélal el
s'écrit :

va, €30 _ien €O Msici | S0

s(t)+a
(O+a, dt? premier ordre

ds(t)
dt

Mais pour des raisons que nous verrons plus lafutisn du polynbme caractéristique) une
autre forme est donnée a cette équation, forméaguntervenir deux grandeurs caractéristiques du
systeme,§ coefficient d'amortissement et wy pulsation propre des oscillations non
amorties du systemeK est toujours le gain statique du systeme.

dzs(t)
dt?

dS( )

+2¢w, +aff s(t) =K of e(t) £:sansunité  y:rad.s*

! Kirchoff Gustave Robert (1824 - 1887) : Physicien allemand, lois d'électricité, signal télégraphique, analyse spectrale.



Ch.lll — Modélisation des systemes asservis - p5

Remarques :

# A partir de la premiere forme de I'équation difgielle il suffit d'identifier les coefficients
pour détermine€ etawy.

# uy est la pulsation des oscillations non amortiesyditeme, pulsation qui correspong a 0.
¢ (lire "ksi") parfoisz, ou encoren).

xty 4
Exemples : systemgdmasse — ressort — amortisseur] X Xo
On considere : % K
Un solideM, de massen. v y(t)
Y
Un ressort de raidedr. M °
Un amortisseur de coefficient de frottement visguieu
— | f
dy(t) | . dy(t) =
m +f +ky(t) = kx(t
e p y(t) = kx(t)
7 T

Il reste a identifier les caractéristiques de #ésye :

4. Systeme plus complexe : nécessité d'un outil mat hématique adapté

Nous avons vu qu'un systeme global est constitufpldsieurs composants. Le diagramme
fonctionnel du systéme global conduit a combinsrdéférentes équations de chaque composant ef
on aboutit alors a une nouvelle équation difféedigid'ordre supérieur mettant en jeu l'entréaet |
sortie du systeme.

D'une maniere générale, un systeme linéaire coritimariant peut étre modélisé par une
équation différentielle d'ordme qui s'écrit sous la forme :

n n-1
o dSO, . dUs), L ds()

de(t) d™'e(t)
—=+a,s(t)=b, ——=+b, , ———~+
"odt" "odem? dt oSV =By

dt™ g™t

de(t)
+b +b,e(t
17 gp T P0e()
Pour poursuivre I'analyse d&&.Cl, et définir une modélisation performante du systeylobal,
deux remarques sont nécessaires :

- On veut obtenir laéponse du systéeme pour urentrée quelconque afin d'analyser les
performances globales du systeme ;

- On doit pouvoir prendre en compte dans le modglebal la modification de
modélisation d'un composant. En effet :

- La modélisation d'un composant d'un systéme gloleat pas unique. Un moteur a
courant continu pourra par exemple étre modélis@upgremier ordre, un deuxieme
ordre, voire par un troisieme ordre (pour obtemipdsition angulaire en sortie).
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- Le correcteur est un composant qui par définigeshappelé a évoluer au cours de
I'étude.

On constate que dans ces deux situations I'écrsiome forme différentielle d8LCI n'est pas
adaptée.

Ainsi, l'outil privilégié pour traiter unSLCI de maniére efficace, tant pour analyser le
comportement, que pour résoudre une équation d'aydelconque, est lwansformation de
Laplace * qui permet d'obtenir une relation algébrique etdresortie et I'entrée. Cet outil est
présenté dans le chapitre suivant.

Par cet outil nous allons ainsi réalisé un changerdespace, du domaine temporel, vers le
domaine laplacien.

{ Espace temporel} <mp{ Espace lapl acien }

2 Laplace Pierre - Marquis de (1749 - 1827) : astronome, mathématicien, physicien Frangais.



